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L’essentiel sur les suites
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1 Généralités

1.1 Définition

Définition :
Une suite v est une fonction définie sur N.

Ezxemple « naif» : La suite des nombres impairs 1,3,5,7,9,11,13,15,...,2005,2007, ..., etc est une suite que l’on
peut noter u de sorte que :

— le premier terme sera noté ug = 1.

— le deuxiéme terme sera noté uy; = 3

— le troisiéme terme sera noté us =5

— le septiéme terme sera noté ug = 13
- ... etc.

Autrement dit une suite u est une liste infinie de nombres réels que ’on numérote sous la forme :

UQ,U1,U2,U3,- - - ,U252,U253,U254,- - - €EC.
On note de maniere générale u, est la valeur de rang n(on dit souvent indice au lieu de rang ).

Une suite u peut-étre définie de 2 manieres :
e par la donnée de son terme général u,, en fonction de n.
Par exemple :

1. la suite u définie sur N par u, = 3n + 5.
2. la suite v définie sur N par v, = 2™.
3. la suite w définie sur N* par w, = %

e par la donnée de son premier terme et par une relation ( appelée relation de récurrence) donnant wu,11 en
fonction de u,, pour tout entier n.
Par exemple :

1. la suite x définie sur N par xg =1 et xp41 = 22, + 4.
2. la suite y définie sur N* par y1 = 14 et yp41 =7 — yYn.

Exercice I :
Calculer les 5 premiers termes pour chacune des suites des exemples précédents.

1.2 Monotonie

Définition :

e On dit qu’une suite u est croissante si : pour tout n € N, w11 > up,.

e On dit qu'une suite u est décroissante si : pour tout n € N, uy, 41 < uy.

e On dit qu’une suite u est stationnaire (ou constante) si : pour tout n € N, w41 = up,.

Remarques :
Lorsque les inégalités sont strictes on peut définir une suite strictement croissante ou strictement décroissante.
Une suite qui n’est ni croissante,ni décroissante est dite non monotone.

2 Suites arithmétiques

2.1 Définition
Définition :
On dit qu’une suite u est arithmétique de raison r si : pour tout n € N, w11 = up + 7.

Description schématique :

—+r —+r —+r —+r —+7r —+7r —+7r
U —— Uy — Uz — U3 — Ug — ...etc Up—1 — U, — Upt1 ...€lC

Par exemple la suite u des nombres impairs est arithmétique de raison 2,en effet :

+2 +2 +2 +2 +2 +2 +2

1 - 3 — 5 — 7 — 9 — ..etc U1 — U, — Upt1 -...€lC
+r +r +r +r +r +r +r

() —_— Ul —_— u9 — us — Uy — ...etc Up—1 — Unp — Un+1 ...etc

Ce schéma montre bien que u,+1 = uy, + 2 pour tout n.
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2.2 Propriétés

Les deux propriétés suivantes permettent de calculer u,, en fonction de n lorsqu’une suite est arithmétique :

Soit une suite u arithmétique de raison r alors :

e Pour tout entier n > 0, on a u, = ug + rn.

e Pour tout entier naturel n et p , on a u, = u, +r(n — p).
En fait la 1eére se déduit de la 2éme en prenant p = 0.

Par exemple :
1. siu est une suite arithmétique de raison 4 et de premier terme ug = —18 alors u, = —18 + 4n pour tout n.

2. siU est une suite arithmétique de raison —3 et telle que Uz = 5 alors U,, = Uaz—3(n—23) = 5—3n+69 = 74—3n
pour tout n.

2.3 Somme de termes

n

On s'intéresse & la somme § =Y " Up =Up+Us + Us + Us + -+ + Up_1 + Up.
p=0

On admettra le résultat suivant :

Soit une suite U arithmétique de raison r alors :
S=Up+U1+Us+Us+ -+ +Up1 + Uy = (n+1) (Yf).
ou encore de maniere équivalente
S=Up+U1+Us+Us+ - 4Up-1+Up=(n+1) (U + 2r).

2.4 Exercices

Exercice 1I :
Pour chaque suite définie ci-dessous, dire si ¢’est une suite arithmétique (on précisera alors le premier terme et la
raison) et calculer les trois premiers termes.

1. ug=2etpourn =20, upy1 =5+ up

2. Pour tout n > 0, u,, = 3n+4

3. Pour tout n > 0, u,, = n?

Exercice III :
Les suites de cet exercice sont arithmétiques de raison r.

1. ug=12et r=171.
(a) Calculer uy et us.
(b) Exprimer u,, en fonction de n puis calculer usg.
2. ur=20et r=2.
(a) Calculer ug et ug.
(b) Exprimer u,, en fonction de n puis calculer ug et uss.

Exercice IV :

Soit b une suite arithmétique de raison 6 et de terme initial by = 1.

1. Calculer les quatre premiers termes.

2. Calculer b111.

50
3. Calculer Z bp.
p=0
Exercice V :

Calculer la somme de tous les entiers naturels compris entre 1 et 1000 inclus.
Exercice VI :

Au cours du dernier Noél, Marc a regu 300 euros; au lieu de dépenser cette somme il a décidé de se constituer
une petite épargne pour partir en voyage aux Antilles. Il a donc mis cet argent dans une cagnotte et verse 75 euros
supplémentaire chaque ler du mois.

On notera Ey la somme initiale et F, la somme disponible le 2 du n
contenait la somme de 375 euros donc E; = 375.

ieme mois. Ainsi le 2 janvier sa cagnotte
1. Calculer E5,E3 et interpréter ce calcul.

Quelle est la nature de la suite (E,,) ?

Exprimer F,, en fonction de n.

De quelle somme disposera-t-il le 2 juin 2006 ?

Calculer E13 et interpréter le résultat.

o gt

Le cotit du voyage s’éleve a 1850 ,pourra-t-il partir en décembre 2006 et en décembre 20077
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3 Suites géométriques

3.1 Définition
Définition :
On dit qu’une suite u est géométrique de raison ¢ si : pour tout n € N, w11 = ¢ X Up,.

Description schématique :

Xq Xq Xq Xq Xq xXq xXq
Uy — U3 — U2 — U3 — Uy — ...etc Up_1 — Up — Upt1 ...€lC
Par exemple la suite u des puissances de 2 est géométrique de raison 2,en effet :
X2 X2 X2 X2 X2 X2 X2
1 = 2 - 4 — 8 — 16 — ...etc Up-1 — U, — Upt1 -...€lC
X2 X2 X2 X2 X2 X2 X2
U —— Uy — Uz — U3 — Ug — ...etc Up—1 — Uy — Upt1 ...€lC

Ce schéma montre bien que u,4+1 = 2u, pour tout n.

3.2 Propriétés

Les deux propriétés suivantes permettent de calculer u,, en fonction de n lorsqu’une suite est géométrique :

Soit une suite u géométrique de raison q alors :
e Pour tout entier n >0 , on a u, = ug(q)".

e Pour tout entier naturel n et p , on a u, = u,(q)" *.
En fait la 1ere se déduit de la 2éme en prenant p = 0.

Par exemple :
1. siu est une suite géométrique de raison —3 et de premier terme ug = 2 alors u, = 2(—=3)" pour tout n.

2. si U est une suite arithmétique de raison 2 et telle que Us = 72 alors pour tout n :

U, = Us(2)" % =72(2)"(2)° = 72@ = 72@ =9(2)".

2 8
3.3 Somme de termes
On s’intéresse & la somme S = Z Up=Up+ Ui +Us+Us + -+ Up_1 + U,.

p=0
On admettra le résultat suivant :

Soit une suite U géométrique de raison g # 1 alors :

1— n+1
S=U0+U1+U2+U3+~'+Un_1+Un:UO(?qq>.
et si ¢ =1 le résultat est trivial :
S:UO+U1+U2+U3++Un_1+Un:U0+UO+UO++U0:UO(TL+1)

3.4 Exercices

Exercice VII :Pour chaque suite définie ci-dessous, dire si c’est une suite géométrique (on précisera alors le premier
terme et la raison) et calculer les quatre premiers termes sous forme de fractions irréductibles.

1. Pour tout n > 0, u,, = 2"

SI-

2. Pour tout n > 0, u,, =

3. u0:2etpourn>0,un+1:“7"

Exercice VIII :Les suites de cet exercice sont géométriques de raison q.
1. up=12et ¢ = % Calculer uz. Exprimer u,, en fonction de n.
2. g = —3 et ug = 13122. Exprimer u,, en fonction de n.Calculer uyg.

Exercice IX :Soit v une suite géométrique de raison % et de terme initial ug = 6.
1. Calculer les trois premiers termes.

2. Donner des valeurs approchées de uss et ui24.
50
3. Donner une valeur approchée de Z U;.
i=0
Exercice X :
1. Calculer la somme de toutes les puissances de 2 comprises entre 0 et 50 000.

2. Calculer la somme S = 5% + 5% + 5% + ... + 517
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4 Un exercice tiré Bac

Monsieur X a placé 2 000 € le 31 décembre 2002 sur son livret bancaire, & intéréts composés au taux annuel
de 3,5 % (ce qui signifie que, chaque année, les intéréts sont ajoutés au capital et produisent a leur tour des
intéréts). A partir de 'année suivante, il prévoit de placer, chaque 31 décembre, 700 € supplémentaires sur ce
livret.

On désigne par C,, le capital, exprimé en euros, disponible le 1 janvier de année (2003 4+ n), ol n est un entier
naturel. Ainsi, on a :

Co = 2000.

(a) 1. Calculer le capital disponible le 1¢* janvier 2004.
ii. Etablir, pour tout entier naturel n, une relation entre C), 11 et C,,.

(b) Pour tout entier naturel n, on pose :

up = Cy + 20 000.

i. Démontrer que la suite (u,,) est une suite géométrique dont on déterminera la raison.
ii. Exprimer u,, en fonction de n.

iii. En déduire que, pour tout entier naturel n, on a :

C,, = 22000 x (1,035)™ — 20 000.
iv. Calculer le capital disponible le 1¢* janvier 2008 (on arrondira le résultat a I’euro pres).

(¢) Le premier janvier 2008, Monsieur X retirera alors le capital disponible de la banque pour financer un
voyage dont le coiit (supposé fixe) est de 6 000 €. Il paiera cette somme en 4 mensualités qui seront 4
termes consécutifs d’une suite arithmétique de raison 800 €.

Calculer le montant de chacune de ces 4 mensualités.



